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r❡q✉✐r❡s s❡❡❞s ❛s ✐♥♣✉t✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞
str✉❝t✉r❡s ✭e.g. ❜r❛✐♥✱ ▼❙ ❧❡s✐♦♥s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋✐❣✳ ✶✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧
st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ●r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ●r❛♣❤ ❈✉ts✳
✷✳✶ ❙♣❡❝tr❛❧ ●r❛❞✐❡♥t
❇❛s❡❞ ♦♥ ❑♦❡♥❞❡r✐♥❦✬s ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦❧♦r ♠♦❞❡❧ ❬✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❛❧
❝♦❧♦r t❤❡♦r②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡✉s❡✲
❜r♦❡❦ ✐♥ ❬✻❪ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦❧♦r✲❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦❧♦r ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ▼❘■ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤r❡❡ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ▼❘■s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❘■✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✭e✮ t❤❛t ❢❛❧❧s ♦♥t♦ t❤❡ r❡t✐♥❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠ l ✲ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ✲ ❢❛❧❧✐♥❣ ♦♥t♦ ✐t✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ s t❤❛t ✐s
♦♥❧② ♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ ✿
e(x, y, z, λ) = r(x, y, z, λ) · l(λ) · s(x, y, z) ✭✶✮
✷
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦❧♦r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
t♦ l(.) ❛♥❞ s(.)✱ ❛s r ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✏tr✉❡✑ ❝♦❧♦r ✇❡ ❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿
1
e(x, y, z, λ)









❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭x✱ y ♦r z✮ ♠❛❦❡s ❛♥ ❡①♣r❡s✲








e · exλ − ex · eλ
e2
= 0
❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ e✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡s❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐✲












XY Z to e
·













❚❤❡ ✜rst ♠❛tr✐① tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❈■❊ ✶✾✻✹ ❳❨❩ ❜❛s✐s ❢♦r
❝♦❧♦r✐♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❨❩
✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦❧♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛ 3×3
♠❛tr✐① M t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s t♦ e ❛♥❞ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❖♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡











❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ②❡❧❧♦✇✲❜❧✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s✿
Γ =
√
(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 ✭✺✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣✉r♣❧❡✲❣r❡❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
Υ =
√
(∂x,λε)2 + (∂y,λε)2 + (∂z,λε)2 =
√
(∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✻✮










❋✐❣✳ ✷✳ ❯♣♣❡r r♦✇ ✿ ❈♦❧♦r ▼❘■ ✭❢r♦♠ ❚✶✱ ❚✷ ❛♥❞ ❋❧❛✐r s❡q✉❡♥❝❡s✮ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
e✳ ▲♦✇❡r r♦✇ ✿ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② eλ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② eλλ✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❧♦r ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✿
ℵ =
√
Γ 2 + Υ 2
=
√
(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 + (∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✽✮
✷✳✷ ●r❛♣❤ ❈✉ts ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙♣❡❝tr❛❧ ●r❛❞✐❡♥ts
■♥ t❤❡ ●r❛♣❤ ❈✉ts ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤
G = 〈V, E〉 ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✈♦①❡❧ p ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❧✐♥❦s
t❤❡ ✈♦①❡❧ p t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s q✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤ ❝✉t ❛ss♦❝✐❛t❡s
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✬s♦✉r❝❡✬ ♥♦❞❡ S ❛♥❞ t❤❡ ✬s✐♥❦✬
♥♦❞❡ T ✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ✭t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✭✐✳❡✳ ✏♦❜❥❡❝t✑
♦r ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✑✮✳
✹
❋✐❣✳ ✸✳ ▲❡❢t ✿ ❈♦❧♦r ▼❘■ ✲ ❘✐❣❤t ✿ ❙♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✳
▲❡t t❤❡ s❡t P ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦①❡❧s p ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s❡t N ❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r
{p, q} ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❛♥❞ V = (V1, V2, ..., V|P|) ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r②
✈❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Vp ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛❜❡❧s ✏♦❜❥❡❝t✑ ♦r ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✑✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r V ❞❡✜♥❡s ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
❜② t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿








❚❤❡ t❡r♠ Rp(·)✱ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ ❡①♣r❡ss❡s ❤♦✇ t❤❡
✈♦①❡❧ p ✜ts ✐♥t♦ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐♥ ❬✽❪ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❤✐st♦❣r❛♠s✮ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦✳
❚❤❡ t❡r♠ B{p,q}✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠✱ r❡✢❡❝ts t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
✈♦①❡❧s p ❛♥❞ q✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ p ❛♥❞ q ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥
t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ♦r ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥
❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✭t✲❧✐♥❦s✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❞❣❡
✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✭n✲❧✐♥❦s✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
t❡r♠✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ✭O✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭B✮ s❡❡❞s ♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭resp. s✐♥❦✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❡❝t♦r Ψ = (e, eλ, eλλ) ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s s♦✉r❝❡ ✭resp.
s✐♥❦✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r Ψ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✳ ❚❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✈♦①❡❧ v t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✿
✺




T ·Σ−1 · (Ψv − Ψ) ✭✶✵✮
❚❤✉s✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✲❧✐♥❦s ❛♥❞ n✲❧✐♥❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
❊❞❣❡ ❈❛s❡ ❲❡✐❣❤t
{p, q} {p, q} ∈ N B{p,q}
p ∈ B 0
{p,S} p ∈ O ∞
p /∈ O ∪ B α ·Rp(B)
p ∈ B ∞
{p, T } p ∈ O 0
p /∈ O ∪ B α ·Rp(O)
❚❤❡ t✲❧✐♥❦ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧ p ✐s t❤❡♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✿
Rp(B) = − lnP (Ψp|B) ❛♥❞ Rp(O) = − lnP (Ψp|O)












✇❤❡r❡ ε ❛♥❞ ελ ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✼✮✳ ❚❤❡ t✇♦ t❡r♠s
✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭✶✶✮ r❡❢❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ②❡❧❧♦✇✴❣r❡❡♥ ❡❞❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ ♣✉r♣❧❡✴❣r❡❡♥ ❡❞❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❝❧❡r♦s✐s ▲❡s✐♦♥s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ ❤✐❡r✲
❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❆ ✜rst ●r❛♣❤ ❈✉t ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ s❡❡❞s ♠✐①✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ t✐ss✉❡s ❛♥❞ s✐♥❦ s❡❡❞s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❜r❛✐♥ ♠❛s❦ ❀ t❤❡♥
✐♥s✐❞❡ t❤✐s ♠❛s❦✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣r❛♣❤ ❝✉t ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ s❡❡❞s ✐♥s✐❞❡ ❧❡s✐♦♥s ✲ t❤❡
s✐♥❦ s❡❡❞s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✐ss✉❡s s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ t♦ ✽✵ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣ ✭❉✉❛❧ ❝♦r❡ ❛t ✷✳✶✻
●❤③ ❛♥❞ ✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ❢♦r ✸ ▼❘■ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞♦❡s♥✬t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱
♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❇r❛✐♥❲❡❜
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t♦♦❧ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❡❞s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❧❡s✐♦♥s✳ ❲❡ r✉♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❆s ✐♥♣✉t t♦
✻
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
t❤❡ ❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✭❉❙❈✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
S = 2 ·
Card(R ∩ V )
Card(R) + Card(V )
✭✶✷✮
R ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ V t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✉s❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇r❛✐♥❲❡❜ ❬✾❪✳
❲❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ❝♦❧♦r ▼❘■ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞✱ ❚✷✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ P❉ s❡✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ✷✶✼
s❧✐❝❡s ♦❢ ✶✽✶ ① ✶✽✶ ✐s♦♠❡tr✐❝ ✶ ♠♠ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ✸✪ ♥♦✐s❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜r✐❣❤t✲
❡st t✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✮ ❛♥❞ ✷✵✪ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ✜❡❧❞✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❡st ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳
❋✐❣✳ ✹✳ ❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡ ✿ ❉❙❈ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❝♦r❞✐♥t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✿ ❉❙❈ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
s❡❡❞s ♦♥❧②✳ ❘❡❞ ▲✐♥❡ ✿ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t✇♦ ❝✉r✈❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✣❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✱ ❛ ❉❙❈ s❝♦r❡ ❛❜♦✈❡ 0.7 ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈❡r②
❣♦♦❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❍❡r❡✱ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞
✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡❡❞s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ 5✪ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❱❛♥✲▲❡❡♠♣✉t✬s ❬✶✶❪✱ ❋r❡✐❢❡❧❞✬s ❬✶✷❪
❛♥❞ ❘♦✉ss❡❛✉✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸❪ ♦♥ ♠♦❞❡r❛t❡ ▼❙ ❧❡s✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
✭✽✪ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞✮✱ ♦✉r ❉❙❈ ✐s ✵✳✽✸ ✇❤❡♥ ❱❛♥✲▲❡❡♠♣✉t s❝♦r❡s ✵✳✽✵
✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❋r❡✐❢❡❧❞ ✐♥ ❬✶✷❪✮✱ ❋r❡✐❢❡❧❞ ✵✳✼✼ ❛♥❞ ❘♦✉ss❡❛✉ ♦♥❧② ✵✳✻✸✳
✼
✸✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s
❆s ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♥❡✇ t♦♦❧ ✐♥ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤♦s❡ s❡ts ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t
✇✐t❤ ♦✉r ❣♦❛❧ ✿ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞✱ ❚✷✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ❋❧❛✐r ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s
❚❚❋✮✱ ❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❛♥❞ P❉ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❚❚P✮ ❛♥❞ ❚✶✲✇✱ ❚✶✲✇
✐♥❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❛♥❞ ❋❧❛✐r ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❚●❋✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❝♦✈❡rs ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡s✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❣r❛❞❡s ✭❢r♦♠ ❘❘ t♦ ❙P✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ▼❘■s
✇❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ♦✉r t♦♦❧✿
❚②♣❡ ♦❢ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙✐③❡ ♦❢ ❙✐③❡ ♦❢
▼❘■ ❙✉❜❥❡❝ts s❧✐❝❡s s❧✐❝❡s ✈♦①❡❧s
❚❚❋ 6 138 256× 256 ✐s♦♠❡tr✐❝ 1 ♠♠
❚❚P 8 217 181× 181 ✐s♦♠❡tr✐❝ 1 ♠♠
❚●❋ 5 160 256× 256 ✐s♦♠❡tr✐❝ 1 ♠♠
❲❡ r✉♥ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦r ❇r❛✐♥❲❡❜ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥ ✿ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡r♦s✐♦♥s ❛s ✐♥♣✉t✱
❤❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r❛❜❧② t❛❦❡
s❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❧❡s✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r❣❡t s♠❛❧❧❡r ❧❡s✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✺✳ ❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s ✿ ❚❚❋ ▼❘■s✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✿ ❚❚P ▼❘■s✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✿ ❚●❋
▼❘■s✱ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✿ ❉❙❈ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❀ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿
r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❞❛s❤ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✿ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞
❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡r♦s✐♦♥s ❛s ✐♥♣✉t✳
✽
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❚❚❋ s❡ts s❡❡♠ t♦ ❜❡
♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ▼❙ ❧❡s✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ 0.972 ❉❙❈ s❝♦r❡ ❢♦r
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ❛r♦✉♥❞ 6✪ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤❀ ❚❚P ❜❡✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ✇✐t❤
❛ 0.777 ❛✈❡r❛❣❡ ❉❙❈ s❝♦r❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ❛♥❞ ❚●❋ ♦♥❧②
s❝♦r✐♥❣ 0.593✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t s❤♦✇❡❞ ❜② t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ❞❡❝✲
✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡r♦s✐♦♥s ❛s t❤❡ ❉❙❈ ✐s ❧♦✇❡r ❜②
❛❜♦✉t ✶✵✪ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❛t ❢r♦♠ t✇♦ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ✿ t❤✐s ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❦❡❡♣✐♥❣ s♠❛❧❧ ❧❡s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ✭t❤♦s❡ s♠❛❧❧ ❧❡s✐♦♥s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✜rst t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✮ ♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧❛✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❡❞s ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r
✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡ ❛s ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❧❡s✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❧❡s✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✻✳ ❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡rs✉s r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s ✭✐♥
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s ✿ ❚❚❋ ▼❘■s✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✿ ❚❚P ▼❘■s✱ ❜❧✉❡
❧✐♥❡s ✿ ❚●❋ ▼❘■s ❀ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❞❛s❤ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ ✿ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡r♦s✐♦♥s ❛s ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
❛s ❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✐s ❛❜♦✉t ±2✪ ❢♦r ❚❚❋✱±1.5✪
❢♦r ❚❚P ❛♥❞ ±1✪ ❢♦t ❚●❋✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❙❈ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ r❡t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❉❙❈ s❝♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■t s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ♦✉r t♦♦❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❉❙❈✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r
6✱ 8✱ 11✱ 14✱ 16 ❛♥❞ 18✪ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ♦✉r ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❣❡
❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡s✐♦♥ ❧♦❛❞✳
❘❡s✉❧ts ❛♥❞ s❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✼✱ ✽ ❛♥❞ ✾✳
✾
❋✐❣✳ ✼✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❚❚❋ ✐♠❛❣❡s✳ ❯♣♣❡r r♦✇ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❛♥❞ ❋❧❛✐r
❙❡q✉❡♥❝❡✳ ▲♦✇❡r ❧❡❢t ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ▲♦✇❡r ❝❡♥✲
t❡r ✿ ✐♥✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② ❡r♦s✐♦♥✳ ▲♦✇❡r r✐❣❤t ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ✭❣r❡❡♥ ✿ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❀ ❜❧✉❡ ✿ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❀ ②❡❧❧♦✇ ✿ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✮
❋✐❣✳ ✽✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❚❚P ✐♠❛❣❡s✳ ❯♣♣❡r r♦✇ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❛♥❞ P❉
❙❡q✉❡♥❝❡✳ ▲♦✇❡r ❧❡❢t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ▲♦✇❡r ❝❡♥t❡r
✿ ✐♥✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② ❡r♦s✐♦♥✳ ▲♦✇❡r r✐❣❤t ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳
✶✵
❋✐❣✳ ✾✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❚●❋ ✐♠❛❣❡s✳ ❯♣♣❡r r♦✇ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❚✶✲✇✱ ❋❧❛✐r ❛♥❞ ❚✶✲✇
✐♥❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ●❛❞♦❧✐♥✐✉♠ ❙❡q✉❡♥❝❡✳ ▲♦✇❡r ❧❡❢t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ▲♦✇❡r ❝❡♥t❡r ✿ ✐♥✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② ❡r♦s✐♦♥✳
▲♦✇❡r r✐❣❤t ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✸❉ ♠❡❞✐✲
❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♥❡✇✱ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦❝❡ss ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
■ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇✐t❤
✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♥ ❛ ♥❡✇ ✇❛②✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❧✐tt❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❲❡✬✈❡ ❜✉✐❧t ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧
▼❘■s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♠❛tr✐① M
✭cf ❡q✳ 4✮✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛r♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ❜✉t s✉♣❡r✈✐s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢
❧❡s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❙❚❘❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❆✐t✲❆❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹❪
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ r✉♥ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s
❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
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✻✳ ●❡✉s❡❜r♦❡❦✱ ❏✳▼✳✱ ❉❡✈✱ ❆✳✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇♦♦♠❣❛❛r❞✱ ❘✳✱ ❙♠❡✉❧❞❡rs✱ ❆✳✱ ❈♦r♥❡❧✐ss❡♥✱ ❋✳✱
●❡❡rts✱ ❍✳✿ ❈♦❧♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥✿ ❙❝❛❧❡✲❙♣❛❝❡ ❚❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✷✺✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✭✶✾✾✾✮ ✹✺✾✕✹✻✹
✼✳ ●❡✉s❡❜r♦❡❦✱ ❏✳▼✳✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇♦♦♠❣❛❛r❞✱ ❘✳✱ ❙♠❡✉❧❞❡rs✱ ❆✳✱ ❉❡✈✱ ❆✳✿ ❈♦❧♦r ❛♥❞
s♣❛❝❡ ✿ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✽✹✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✭✷✵✵✵✮
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✽✳ ❇♦②❦♦✈✱ ❨✳✱ ❏♦❧❧②✱ ▼✳P✳✿ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✫ r❡❣✐♦♥
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ◆✲❉ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ✭❏✉❧② ✷✵✵✶✮ ✶✵✺✕✶✶✷
✾✳ ❈♦❝♦s❝♦✱ ❈✳✱ ❑✇❛♥✱ ❑✳✱ ❊✈❛♥s✱ ❘✳✿ ❇r❛✐♥✇❡❜✿ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❛ ✸✲❞ ♠r✐ s✐♠✉❧❛t❡❞
❜r❛✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆❡✉r♦✐♠❛❣❡ ✺✭✹✮ ✭✶✾✾✼✮ ♣❛rt ✷✴✹✱ ❙✹✷✺
✶✵✳ ❩✐❥❞❡♥❜♦s✱ ❆✳P✳✱ ❉❛✇❛♥t✱ ❇✳▼✳✱ ▼❛r❣♦❧✐♥✱ ❘✳❆✳✱ P❛❧♠❡r✱ ❆✳❈✳✿ ▼♦r♣❤♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ❧❡s✐♦♥s ✐♥ ♠r ✐♠❛❣❡s✿ ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✶✸✭✹✮ ✭✶✾✾✹✮ ✼✶✻✕✼✷✹
✶✶✳ ❱❛♥ ▲❡❡♠♣✉t✱ ❑✳✱ ▼❛❡s✱ ❋✳✱ ❱❛♥❞❡r♠❡✉❧❡♥✱ ❉✳✱ ❈♦❧❝❤❡st❡r✱ ❆✳✱ ❙✉❡t❡♥s✱ P✳✿ ❆✉t♦✲
♠❛t❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥s ❜② ♠♦❞❡❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✷✵✭✽✮ ✭✷✵✵✶✮ ✻✼✼✕✻✽✽
✶✷✳ ❋r❡✐❢❡❧❞✱ ❖✳✱ ●r❡❡♥s♣❛♥✱ ❍✳✱ ●♦❧❞❜❡r❣❡r✱ ❏✳✿ ▲❡s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s② ▼❘ ❜r❛✐♥
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ●▼▼ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✿ ❋r♦♠ ◆❛♥♦ t♦ ▼❛❝r♦✳ ✭✷✵✵✼✮ ✺✾✻✕✺✾✾
✶✸✳ ❘♦✉ss❡❛✉✱ ❋✳✱ ❇❧❛♥❝✱ ❋✳✱ ❞❡ ❙è③❡✱ ❏✳✱ ❘✉♠❜❛❝✱ ▲✳✱ ❆r♠s♣❛❝❤✱ ❏✳✿ ❆♥ ❛ ❝♦♥tr❛t✐♦
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♦✉t❧✐❡rs s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ✐♥ ▼❘■✳ ■♥✿
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✿ ❋r♦♠ ◆❛♥♦ t♦ ▼❛❝r♦✳
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r♦❜✉st ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❣♠❡♥t ▼❙ ❧❡s✐♦♥s ✐♥ ▼❘■✳ ■♥✿
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞
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